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Tablas de Young como herramienta docente en matematicas
Teaching mathematics with Young tableaux
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Resumen las definiciones usuales. Por lo tanto, las siguientes construcciones
Las tablas de Young presentan caracteristicas y propiedades que las hacen herramiggtekenden ofrecer algunos ejemplos de los usos de estos diagramas a nivel
adecuadas tanto para introducir conceptos matematicos elementales, como para reatireducacion media.

investigacion en diversas ramas de la matematica, ciencias de la computacion y | .

fisica. En este trabajo se presentan algunas ideas y ejemplos para usar las tablalJn diagrama de Young o de Feires un arreglo de

como herramientas en docencia de la matematica, para introducir los conceptos. afj allnfbada;g Ial izquierda. _Eldnulmerc_)t dde cagasl enf_ll
funcion, relacién y operacion desde la escuela secundaria. | S€ denota coma, y 1a secuencia e longitudes de las i

de la tabla de Young satisfage> 1,2 .22, >0. Los), se

Palabras claveTabla de Young, funcién, relacion, operacién. llaman las partes dey se identifica cada diagrama con
secuencia = (A,,A, ....A). Asi por ejemplo, (3,3,2,1) s. L
Abstract representa como Figura 1

Young tableaux present properties and characteristic allowing them to be adequateL0os diagramas de Young estan muy relacionados con
tools to introduce mathematical simple concepts and also providing powerful resealas particiones enteras de un ndmero.

ideas in mathematics, physics and computer science. In this work we present so
examples in order to illustrate how Young tableaux can be used to present the conﬁ(’:gij
of function, relation and operation in high school. 1

Key words:Young tableaux, function, relation, operation.

INTRODUCCION s H_LLI I:H_I ] - E Hj

Las tablas de Young nos permitiran introducir desde los primeros cursos
de secundaria las nociones de funcidn, relacion, relacion de orden, relacién Figura 2
de equivalencia, operacion y polinomios, por medio de preguntas y
construcciones naturales, las cuales estimulan en el estudiante la necesidggs cuales representan a las particiones (5), (1,1,1,1,1), (4,1), (3,2),
de preguntarse sobre la validez de sus razonamientos con base en el cggted), (2,2,1), (2,1,1,1).
de dichas construcciones. Algunos nimeros como los factoriales y lasAl remplazar cada entrada por un nimero (usualmente un nimero natu-
combinatorias, lo mismo que las permutaciones, tienen en este contextealNen un diagrama de Young obtenemos una tabla de Young. Hay muchas
lugar muy especial. Es de recordar que productos notables y el teoremecRgles de tablas de Young y afortunadamente, cada cual podra definir una
binomio de Newton, requieren de factoriales y combinatorias pattase de tablas para que satisfagan las condiciones que desee o0 necesite.
representar algunos de sus coeficientes con la dificultad de encongatre las tablas mas usadas estan las estandar y las semiestandar. Una tabla
ejemplos para motivar estos numeros y se tienen que presentar a travésdfice estandar si no se permiten repeticiones y toda fila y toda columna es

k
na particion der es una sucesion A,, ..., A) tal quez A, =nya,2
2),2,..27,). Paran = 5 tenemos 7 particiones que podemos identificar
por su tabla de Young correspondiente:
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una secuencia estricta- 1 3 1 3 | - | , | =1 2 |
mente creciente cuando

las leemos de izquierda a I I 11112 3 z 3 _'l 2 !

derecha y de arriba hacia o - - - -

abajo. Si las filas son 14 213 Figura 4

débilmente crecientes

(pero las columnas es- En caso de permitir repeticiones tenemos ejemplos de potencias, en este

trictamente crecientes) entonces las tablas se dicen semiestandar. caso, 3
Las tablas anteriores son ejemplos de tablas estandar y semiestandar

respectivamente, de la forma (3,2). ] 1 -
Estas tablas permiten introducir el concepto de funcién: a cada cajarlj ' LI ' U ; | L‘ l
lla 2 ]

ajuclon

corresponde un Unico nimero. Similarmente, podemos en forma senc
recrear los conceptos de relacion de orden y relaciéon de equivalencia ta
para diagramas como para tablas.

Si remplazamos las entradas de los diagramas por variables, se tieng-la
posibilidad de usar y generar polinomios en varias variables. Con Igs— 1 * |
polinomios y sus relaciones en ciertos espacios vectoriales (0 moédulas): =
tenemos transformaciones lineales, bases, matrices, matrices de cambio_de
base para transformaciones entre espacios vectoriales y médulos. ¢on |
estos madulos y sus hases en términos de tablas de Younguws, ¢ I. 2
ScHur, desarrollaron la teoria de representaciones de los gfGip@s Figura 5
sobre los complejos. Las areas de aplicacién de estas tablas se encuentran
en campos como la combinatoria, fisica, fisica cuéntica, geometria yylpodemos desarrollar ejemplos y ejercicios tales como completar la
teoria de computacion. secuencia, ¢cudl es el nimero que corresponde a la caja sombreada en la

Antes de continuar con las propiedades de las tablas y diagramadigigra anterior?, ¢cuantas tablas de esta forma en total tenemos? etc.
Young, recordemos que si realizamos una busqueda rapida sobre el tema
de tablas de Young (véanse referencias), hallamos facilmente que las tabl&i regresar al caso de donde no se admiten repeticiones, la construccion
de Young se encuentran de una u otra forma relacionadas con temas tiefas tablas permiten una forma adicional y muy visual para motivar el
como: variedades de Grassman, y variedades bandera, polinomios de Schuacepto de permutacion: si el 1 ocupa la esquina superior izquierda, ¢en
de Schubert, representaciones de grupos de simetria y del grupo gertnatle se puede colocar el 2 y el 3? Similarmente, ¢ quiénes pueden ocupar
lineal GL(n), estadisticas del grupos de permutaciones, longitud dee esquina superior izquierda? etc. Estas son algunas preguntas naturales
subsucesiones crecientes y decrecientes de una sucesion, caminos aleamu@se pueden formular si se desea construir permutaciones y factoriales.
problemas de conteo como la formula de Robinson y Thrall, funcionesLas relaciones entre objetos de una misma clase dan origen a relaciones
generatrices, tablas de Yamanouchi, la correspondencia de Robinsga-orden y de equivalencia, las cuales son fundamentales en el quehacer

Schensted-Knuth, entre otros. matematico y en la estructuracion de toda una forma de identificar
propiedades para reducir el nimero de casos distintos que se pueden
USOS DE LOS DIAGRAMAS Y TABLAS DE YOUNG presentar en una determinada situacién. EI nimero de conjugados de un

Por simplicidad tomamos el conjunta] F {1, ..., n} para las entradas elemento en un grupo, el nimero de permutaciones de un conjunto o el

de una tabla de Young. Sga (4, A,,..., A) una particion de. Una tabla  numero de r-ciclos que representan un r-ciclo son ejemplos del uso de esta
de Young es una funcion cuyo dominio es el diagrama yleu codominio  estrategia.

es h]. Es decir, a cada caja del diagrama le corresponde un nimenp de |

A nivel elemental, esta forma de crear una tabla de Young a partir de sy Qué tienen en comin las siguientes tablas?
diagrama, puede remplazar la definicion formal de funcién mientras el
concepto de variable, dominio, codominio y relacién se puede present-j . . i .
forma general. Ademés recordemos que casi todos hemos jugado de - | : | o M E | 1! | i |
rayuela (goloza), la cual se juega sobre lo que podemos considere | ; | s il s il s | Iy 5 | 4
tabla de Young de una forma especial.

(¥
b

. Figura 6
Ejemplo 1. La tabla izl =
La idea es identificar algin tipo de patrdn entre estas tablas. No es dificil
» il 4 ver que por filas, estas tablas son iguales. Esta propiedad determina una
representa la funcion relacién de equivalencia: dos tablagqide la misma forma se relacionan si

y solamente si tienen las mismas filas. Observando la figura 6, nacen en
y por supuesto, fun- forma natural algunas preguntas. ¢Estas son las Unicas tablas de esa forma

Figura 3

1 ciones inyectivas o fun- que se relacionan?, ¢hay mas tablas que se relacionan con las tablas dadas?
(:_—'_ ciones sobreyectivas se ;cuantas son en total las tablas que se relacionan?, ¢existe una férmula que
" 2 pueden presentar ha- nos dé el ndmero total de estas tablas que se relacionan?
3 ciendo los ajustes ne- | formular preguntas es el ejercicio a hacer con jévenes estudiantes
cesarios. B para desmitificar la ensefianza de las matematicas. Las mateméticas se
4 T_e_nllendo fijla la  desarrollan a través de preguntas, quitando y poniendo hipétesis. Al relajar
particionA = (A, A,..., o reforzar las condiciones de un teorema lleva a una conjetura y posiblemente
5

A,) €s natural pregun- 3 yn nuevo teorema. También es posible que no lleve a nada, pero eso ya es
tarse cuantas *funcio- yn avance, porque de esta forma se han dado los primeros pasos en la
nes” podemos hacer de construccion de una teorfa propia.

esa forma. Claramente este es un problema de conteo el cual debe ser

abordado con mucho cuidado. Por ejemplo, para hallar las soluciones aksi como se hizo con relaciones de equivalencia se puede hacer con
problema es necesario colocar ciertas condiciones desde las cualgg|gtiones de orden, acciones (naturales) del grupo de permutaciones sobre
estudiante pueda hacer acercamientos a la solucion. ¢Permitimos QaR0tablas, generacion de polinomios, etc. Los siguientes son algunos
repeticiones? Esto hace que las repuestas sean muy variadas. Por ejegjglgiplos de lo que podemos hacer con estas tablas de manera informal

si el estudiante conoce los nimeros factoriales, nos permitiria hacer &0 usando conceptos matematicos sin necesidad de definiciones
acercamiento diferente para la necesidad de estos nimeros. Por otro @&ﬂpncada&

si no conoce los factoriales, tal vez esta sea la oportunidad de presentarlos
con un ejemplo sencillo. Recordemos que los factoriales aparecen ya egjemplo 2. Considerar las particiones de 5 (véase figura 2) y declarar
octavo grado cuando se introduce el teorema del binomio de Newton.

ejemplo, sia = (2,1) las tablas de Young (sin repeticiones) son 6 = 3! " (5) < (1,1,1,1,1) < (4,1) < (3,2) < (3,1,1) < (2,2,1) < (2,1,1,1)
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¢Qué hay de erroneo al declarar esto?, ¢se puede hacer eso?, ¢cuarom este orden sobre el diagrama (el dominio), se puede ahora pensar
de estos érdenes se pueden hacer?, ¢son estos 6rdenes permutaciemeifciones crecientes, decrecientes etc., definidas sobre un diagrama de
¢cudles de estos ordenes se pueden escribir mateméaticamente usand@iogy. En particular, una tabla estandar de la foamas una funcion
simbolos conocidos? en fin, este tipo de preguntas y respuestas dancuegente definida sobre el diagrama de Young de la particiden, con
idea de cémo algunos conceptos pueden ser abordados con situacivakses enif] = {1,...,n}. Recordemos qué se dice creciente (estricta-

diferentes a las tradicionales. mente creciente, decreciente, estrictamente decreciente, respectivamente) si
dadosa < b entoncesf (@) <f (b) (f(a) <f(b),f(b)<f @), f(b)<f(a),
Ejemplo 3. El orden lexicografico. respectivamente).

(5)> @41 >@B2) >(311)>(221>(2111) >(11111) Ejemplo 8. Las siguientes son funciones estrictame[™ T T . |
crecientes definidas sobre el diagrama de la particion (3 -

¢ Por qué lexicografico?, ¢,como expresarlo en palabras?, ¢, como expresarid estudiante puede hallar todas las graficas de estas| # | 4
en simbolos?, ¢en general como se define el orden lexicografico? ciones estrictamente crecientes por inspeccion. Se pusm

El poder expresar las ideas por medio de simbolos matematicomgdificar el ejemplo y pedir las funciones decrecienteq 1 | 3| 4 |
viceversa, poder explicar las ideas y simbolos matematicos con palalasisictamente decrecientes etc. Este tipo de construcciq , | 5
del lenguaje comln es una de las competencias y procesos a desarroltsgmitifica la creencia que toda funcion crecientels
cultivar para el progreso de cualquier ciencia. decreciente debe tener por gréafica algo que sube o que baja

Ejemplo 4. Conocido es de todos que hay o6rdenes no lineales. Es decifNote sin embargo, que problemas relativamente sencillos en su
es posible que dadasb elementos en un conjunto parcialmente ordenadéprmulacion con tablas de Young pueden ser de dificil solucién. Esto hace
nia<bh, nib<a. Estees el caso por ejemplo entre subconjuntos de de las tablas de Young elementos de gran interés en investigacion matematica
conjunto dado. Imitando este tipo de 6rdenes se puede presentar un oydarnsu vez, apropiados en docencia. Por ejemplo, las pruebas conocidas
parcial no sobre particiones de un nimero sino sobre el conjunto de toslalsre el nimero exacto de tablas estandar de una cierta forma no son
las particiones, y se dice gues | si el diagrama de cabe en el diagrama faciles de asimilar. Sin embargo, algunos de los elementos que se involucran
de . en estas pruebas se pueden llevar en forma ludica al aula de clase. El

Empezar con un cuadmpque representa la dnica particion de 1. Continugancho de una entrada es uno de estos conceptos que induce a buscar
con las particiones de 2, que #h ﬂy . Siguiendo de esta forma, introd@@frones y relaciones poco tradicionales enlla ensefianza de la matematica
este orden entre particiones y un ejemplo sencillo y muy visual de un ordeiue sorprendentemente produce la solucion al problema de conteo de las
parcial para los estudiantes. Los niimeros reales con el orden naturdpblas estandar. o
posiblemente el tnico ejemplo de un conjunto ordenado que el estudianténa de las ventajas que presentan las tablas es poder construir objetos
vera en su bachillerato y puede llegar a creer que todos los 6rdenesngaigmaticos solamente por el gusto de construirlos y ver que esos objetos

lineales. construidos porque si no son sélo
porque si, y que nos presentan
agradables sorpresas. % . x | =z
Ejemplo 9. Consideremos las -
tablasA yB de laforma (2,2) conlas| = | = v | m
letrasx, y, z, w
A Figura 9 B
l
Formemos por cada tabla los siguientes polinomios: productos de las
entradas, producto de las diferencias por columnas y producto de diagonales.
\\ En estos casos se tiene:
LL1T] [ ] A B
iR | Producto de entradas Xyzw Xyzw
Figura 7 Producto de las diferencias por columnas —@ (y —wW[(x -y (z-wW
Ejemplo 5. Dada una particion en el nivel 3, ¢en dénde se puede adicidAiigrencia del producto de sus diagonales xw —yz Xw-yz
un cuadrito para obtener una particion del nivel 4?
Observe la figura 7'y la particion (2,1) sombreada. En algunos casos los polinomios para ambas tablas coinciden, en otros

. . 0. Algunos nos sirven para introducir el determinante de una matriz, otros
De nuevo, la idea es plantear y resolver preguntas surgidas de dggcen solo capricho. Continuando con el ejemplo, fsedr — 3 (y — w)
construcciones y de las inquietudes naturales del estudiante y tambiénygel « _y) (z — . Permutando en las tablas A y B las lelc@or y,y por
instructor, y en determinados casos llevar el grupo al descubrimientoig®; por x, w por z, se obtienen las siguientes tablas: ’

algo que es necesario que el estudiante descubra, identifique y maneje sin

la necesidad de una férmula o definicion. La idea no es ejecutar férmulas.
Plantear preguntas, descartar respuestas, generar mas preguntas y discutir y|w y X
respuestas, puede convertirse en una alternativa metodol6gica para ciertos
temas que algunas veces carecen de motivacion por falta de construcciones X z w z
y ejemplos.
Otro ejemplo de orden con diagramas de Young, involucra directamente A B
las cajas que lo componen. ¢ Cémo distinguir entre las cajas de un diagrama? )
La forma tradicional es enumerar o marcar las cajas segun la fila y la Figura 10
columna en la que esté la caja. - . N Con sus correspondientes polinomios:
Ejemplo 7. En el diagrama de la particida entradai( j) < (a, b) sii <
ayj<b Ademasi(j) < (a b)siysolosiij)<@b)y(,j)#(a b). A B
La figura 8 muestra la entrada (1,2) (caja negra) y las entradas sombreadas ] )
en gris son estrictamente mayores que (1,2) . Producto de las diferencias por columnag —® (W —2|(y —wW (X — 2
Observe que éste tampoco es un orden total.
Por ejemplo, (2,2) y (1,4) no son comparables :. | ¢, Qué relaciones hay entirgy g y los nuevos polinomios?, ¢Qué pasa
en este orden. Sin embargo (1,2) < (2,2) y (1,2 con otras permutaciones? ¢Podemos usar el algoritmo de la divisién para
<(1,4) ¢Cbmo son los intervalos en este orden* establecer relaciones entie/ g y los nuevos polinomios? En fin, son
¢scual es la descripcion geométrica de los muchas las preguntas y relaciones que se pueden obtener si se usan estas
intervalos?, ¢como se determina la longitud L tablas.
méxima de un intervalo con punto inicial y punto Fiqura 8 Ahora, ver como operar dos tablas y producir una nueva. La siguiente
final dados? 9 presentacion de una operacién con tablas es conocida como el algoritmo de
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Robinson-Schensted-Knuth. Esta operacion cumple varios objetivos: e€n la actualidad ya se cuenta con rutinas para el computo de algunas de
lidica, facil de entender y jugar por cualquiera, presenta una operac&stas nociones. La siguiente figura ilustra el resultado de la operacion del
entre objetos que no son numeros. ejemplo 10:

. Lllqu TR AS I VIR,
Ejemplo 10. Con las tablas e
, i , 2 Suma de Tablas de Young
IL INDENTE LON MUFIOLOE FEPARATDE BN OOMAX
3 1] 3 e EFEE griasle Talds [77 2
| miAr I
se forma la siguiente configuracion: o Wderx e Bt g SFack e Bl i o
1] 2 1]z 1] 2 a -
;] ;]
[ — 1|z —_— 2
2 | 4 : | 4 CONCLUSIONES
Se han presentado algunas ideas para motivar e introducir desde el aula
de clase en el bachillerato algunos conceptos y objetos matematicos haciendo
Figura 11 uso de tablas de Young. Los conceptos de funcion, relacion, relaciéon de

orden y de equivalencia, operacion y acciones sobre polinomios son

La idea es simplemente llenar la parte que aparece sin nimeros aonstruidos a partir de observaciones y juegos con las tablas sin necesidad

eliminando cajas vacias. La caja sombreada se llama una esquina po

las cajaglebajo de ella y a lalerechase encuentran ocupadas. Estas dog i de la vida diari " diat t p d
cajas se llaman vecinas de la caja sombreada segun la siguiente reg@E@[Iclrcos o € 1a vida diaria no se vea inmediatamente como Si, puede
igl caso de los sistemas de ecuaciones o el computo de las raices de un

menor vecino de la caja sombreada se mudara a la caja sombreada, EX X o )
mio cuadratico, los cuales se pueden manipular en forma adecuada

sombreada sera en donde se hallaba el menor de los vecinos y en cas@Ql} h " AN
afajgue sean las herramientas usadas en la solucion de alguna aplicacion.

los dos vecinos sean iguales, entonces se mudara a la caja sombrea : h . ‘
Ip_embargo, no hay que olvidar que el razonamiento légico, la capacidad

onstrucciones especializadas.
osiblemente la aplicabilidad de estas tablas a la solucién de problemas

vecino de abajo. Si no hay vecinos, se elimina esa caja sombreada &5

toma otra en la parte vacia de la configuracién, hasta eliminar todas YgsaPstraccion, la posibilidad de hacer conjeturas y su verificacion son
procesos fundamentales en la formacion matematica del estudiante, los

cajas vacias. cuales se ven estimulados con el tipo de construcciones presentado. Por
otro lado, las aplicaciones de estas tablas son evidentes como se plante6 en
: | . | ol I | | | la introduccién, en muchos campos y ahora se trata de presentarlas como
] I E 1] > herramientas docentes para la motivacion de conceptos matemaéticos.
— —® — |

T | 1| a |: AGRADECIMIENTOS

Un agradecimiento especial a Maria del Pilar Orjuela, Sulma Amaya,
César Barreto, Sebastian Duarte, Leoncio Rodriguez, Edier Espinoza,
Myligm Camacho, Mario Diaz, Diego Florez y Hernando Bermudez,

Se ve que, ahora hay dos posibles cajas sombreadas: entonces sele

una cualquiera. Enseguida surge una pregunta; ¢da lo mismo si tomgYignes han realizado algunos programas para computos con tablas y
otra? ¢por qué? grupos de permutaciones.
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El resultado es una funcion creciente. ¢Por qué?
conmutativa?

TR MAMT LY
PUBLICACIONES DE LA Siwm e
UNIVERSIDAD DISTRITAL
FRANCISCO JOSE DE CALDAS
CENTRO DE INVESTIGACIONES Y

DESARROLLO CIENTIFICO

—

REVISTA DE EDUCACION EN CIENCIAS 71



